Приближенное интегрирование дифференциальных уравнений

[bookmark: _GoBack]Бакашева А.Х., магистр автоматизации и управления
	Дифференциальные уравнения являются важным инструментом для математического описания процессов в физике, химии, биологии, экономике и многих других науках. Однако аналитическое решение таких уравнений возможно далеко не всегда. В таких случаях прибегают к приближённым численным методам интегрирования.
Основные численные методы
Существуют несколько основных методов приближённого решения обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ):

	1. Метод Эйлера
	Метод Эйлера занимает ключевую позицию в теории численных методов интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений. Построение численного решения по методу Эйлера реализуется с помощью расчётной формулы [1]:
[image: IMG_256] (1)
Расчёт ошибки метода Эйлера происходит путём разложения функции [image: IMG_257] в ряд Тейлора. В окрестности начальной точки имеем [1]:
[image: IMG_258]
При [image: IMG_259]:
[image: IMG_260],
или [image: IMG_261], где [image: IMG_262] остаточный член, [image: IMG_263], характеризующий локальную (шаговую) ошибку метода Эйлера, т.е. ошибку, совершаемую на одном шаге. При многократном применении формулы происходит наложение ошибок и образуется глобальная ошибка. Локальная ошибка  метода Эйлера – это бесконечно малая величина от [image: IMG_265], а глобальная  – бесконечно малая от [image: IMG_267]. Следовательно, метод Эйлера имеет глобальную ошибку на каждом шаге на единицу по порядку хуже, чем локальная погрешность.
2. Метод Рунге-Кутта
Метод Рунге-Кутта позволяет строить схемы различного порядка точности. Наиболее известной и широко используемой на практике является схема Рунге-Кутта четвертого порядка точности: 
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Численный метод Эйлера 

 
является частным вариантом метода Рунге-Кутта первого порядка точности. 


	Метод Рунге-Кутта легко обобщается на системы уравнений путём формальной замены скалярных величин  на векторы . Для системы уравнений 

 
расчётные формулы имеют вид: 

 

 

 

 

 
В частности, для системы двух дифференциальных уравнений 


развёрнутая запись формул схемы Рунге-Кутта имеет вид: 
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Здесь через  обозначены приближенные сеточные функции, соответствующие функциям  соответственно. 





	Шаг интегрирования в методах Эйлера и Рунге-Кутта следует выбирать достаточно малым, чтобы обеспечить устойчивость и требуемую точность расчёта. 	Как практически получить нужную точность? Априорные оценки точности для выбора шага  на деле не используются по следующим причинам. Во-первых, они чрезвычайно громоздки и включают производные, которые до начала расчёта не известны, во-вторых, эти оценки являются мажорантными и могут во много раз превосходить фактическую ошибку расчёта. Поэтому основным практическим приёмом является апостериорная оценка точности. Для её получения расчёт проводят на двух сетках с шагом  и , затем применяют правило Рунге. Если численные решения на двух сетках обозначить через  и , то погрешность решения на сетке с меньшим шагом оценивается по формуле 

, 

где  - порядок точности схемы. 

	3. Метод Адамса
Метод Адамса имеет следующие особенности:
a) метод применяется для равномерной, сетки, т.е
             xi = xi-1 +h =x0 +i h,    i=1,2,…;
   b) для нахождения приближенного решения в точке xi+1  требуется знание приближенного решения в (k+1) предыдущих точках, т.е.  в точках  xi, xi-1,…,xi-k . 
Точки x0,…,xk образуют начальный отрезок. Решение на начальном отрезке может быть найдено  каким-нибудь другим методом, например, методом Рунге-Кутта.
Применение и выбор метода
Выбор метода зависит от требуемой точности, доступного времени вычислений и устойчивости задачи. Например:
	- Метод Эйлера подходит для грубой оценки решения или задач с простыми функциями.
	- Метод Рунге-Кутты является универсальным выбором, если не известны свойства решения заранее.
	- Методы Адамса используются для экономии вычислений в задачах, где требуется множество шагов.

Практическая реализация
При реализации численных методов важно учитывать:
	- Шаг интегрирования: слишком большой шаг может привести к потере точности или неустойчивости, а слишком маленький — к увеличению вычислительных затрат.
	-Погрешность: оценка локальной и глобальной погрешности помогает контролировать качество решения.
	-Устойчивость: для жёстких уравнений необходимы методы, устойчивые при больших значениях шага.
Заключение
Приближенное интегрирование дифференциальных уравнений — это мощный инструмент для моделирования сложных систем. Выбор подходящего метода и параметров интегрирования требует анализа свойств уравнения и требований к точности.
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